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6 Funksjonslære
restart:

6.1  Funksjonsdrøfting

Den deriverte skifter fortegn ved passering av et toppunkt eller et bunnpunkt (ekstremalpunkter). Det
kan vi f.eks. vise ved kommandoen Derivasjon.

Eksempel 6.1.1

Tegn grafen til funksjonen .

Finn eventuelle ekstremalpunkter.
Løsning
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Vi setter den deriverte lik null og løser med hensyn på  .

Vi har et bunnpunkt for   og et vendepunkt for .
La oss vise endringen av fortegnet for den deriverte ved animasjons-kommandoen Derivasjon.

FunctionChart(f(x), x=a..b) plotter og visualiserer forskjellige egenskaper ved kurven ved 
hjelp av farger, piler og punkter 
CriticalPoints( ) finner -verdiene til kritiske punkter, dvs. der f '(x) = 0 eller der f '(x) ikke 
eksisterer
ExtremePoints( ) finner x-verdiene for maksimums- og minimumspunkter til  
innenfor intervallet [a, b]

Punktene kan gjøres større, og standard tittel kan
forandres.
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:
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Eksempel 6.1.2
Finn eventuelle topp- og bunnpunkter på grafen til

  

Løsning
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Det lønner seg alltid å plotte grafen til  for å få en oversikt over kurveforløpet.
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Vi deriverer og setter den deriverte lik null.

Resultatet stemmer med figuren.
Videre kan vi beregne hvor den deriverte er positiv og hvor den er negativ.  
f '(x) < 0 når

f '(x) > 0 når 
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Bunnpunkt i 

6.2  Andrederiverte
:

Den andrederiverte er definert på samme måte som den første deriverte. 

Dersom  < 0 har f et maksimalpunkt for .
Dersom  > 0 har f et minimalpunkt for .

Eksempel 6.2.1 
Finn eventuelle ekstremalpunkter til 
  
Løsning

:
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Ekstremalpunktene finnes ved

Funksjonsverdiene blir

Vi regner så  ut f ''(x). 

Vi kan få uttrykt både den førstederiverte og den andrederiverte direkte som funksjoner ved bruk av 
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differensialoperatoren D = .

: :
Vi plotter f (x),  f '(x) og f ''(x) i samme aksesystem. 

:

Av figuren ser vi at f '(x) = 0 og f ''(x) > 0 der f (x) har et relativt minimum og at f '(x) = 0 og f ''(x) < 0
der  har et relativt maksimum.
 f (x) er avtagende i området

 og f (x) er økende i området

6.3  Kontinuitet og deriverbarhet
:
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En funksjon  er kontinuerlig for  dersom 
Det vil si at grenseverdien er lik funksjonsverdien i punktet. Det betyr også at 

de ensidige grenseverdiene ( når x går mot a fra begge sider) må være like. Maple-kommandoene for 
ensidige grensevedier er

limit(  beregner grenseverdien til  når x går mot a 

limit( , left) beregner grenseverdien når x går mot a nedenfra

limit( , right) beregner grenseverdien når x går mot a ovenfra

Limit med stor L  skriver ut selve grenseverdisymbolet.

Eksempel

Finn  

  
Løsning

:

Grenseverdien eksisterer ikke fordi det er brudd i funksjonen for   og funksjonen er ikke 
kontinuerlig for  . Grafen blir
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6.4  Rasjonale funksjoner og asymptoter
Funksjonen  over er et eksempel på en rasjonal funksjon, der teller og nevner er funksjoner av 
Vi kan plukke ut teller og nevner til en rasjonal funksjon med kommandoene numer og denom.

numer(f (x)) plukker ut telleren i 

denom(f (x))  plukker ut nevneren i  

Asymptoter( ) i vgs-pakken finner asymptoter

Grafen til en funksjon av typen

:

har en vertikal asymptote der nevneren er lik 0.
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Den horisontale asymptoten finnes ved å la  gå mot pluss eller minus uendelig.

Grafen til  vil ha en skrå asymptote dersom graden av telleren er en høyere enn graden av 
nevneren. Vi finner den skrå asypmtoten ved polynomdivisjon. Den greieste måten å gjøre dette på i 
Maple er ved

convert (f (x), parfrac, x) skriver f (x) som en sum av delbrøker

Eksempel 6.4.1

Tegn grafen til .

Finn asymptotene.
Løsning



> > 

> > 

> > 

Maple plotter automatisk den vertikale asymptoten, her .  Men  har også en skrå 
asymptote.

Den skrå asymptoten er  . 
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Eksempel 6.4.2 
Finn  når

a)  b) 

Løsning
a)

:

Ulikheten er oppfylt når



> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

Resultatet over stemmer med figuren.
d) 

: :

Løsningen blir
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Løsningen stemmer med figuren.

Eksempel 6.4.3
Et åpent kar har form som et rettvinklet prisme (parallellepiped) med kvadratisk bunnflate. Hvor mye
kan et slikt kar maksimalt romme når arealet av overflaten er .

Løsning
Vi kan plotte karet med kommandoen cuboid.

cuboid ([a, b, c],[d, e, f ],color = farge) plotter et parallellepiped der koordinatene til hjørnene i 

endepunktene av en diagonal er gitt  ved punktene [a, b, c],[d, e, f]. Fargen bestemmes hvis 

ønskelig med farge. 

:

Med valget transparency blir terningen 
gjennomsiktig.
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Med siden i bunnflaten lik  og høyden  , blir volumet 
:

Overflaten skal være 6.
:

Vi eliminerer h for å få uttrykt V som en funksjon av .

Her er 

:

Derivasjon gir
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Maple vil ikke faktorisere dette andregrads-uttrykket fordi   inngår i faktorene. Føyer vi til
sqrt(2) som andre argument, faktoriseres uttrykket.

 fysisk løsning, så  må gi maksimalt volum.

Karets maksimale volum blir
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6.5  Grafene til de trigonometriske funksjonene

Vi ser at funksjonsverdiene gjentar seg periodisk med en periode på .
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 har en periode på  .

Eksempel 6.5.1
Bestem nullpunkter, toppunkter og bunnpunkter til
    
for 
Løsning

:

Grafen til  gir en oversikt over nullpunkter og ekstremalpunkter

:
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Det fins 10 nullpunkter. Disse verdiene finner vi enklest ved å løse ligningen numerisk med fsolve. 
Vi definerer løsningen som en funksjon av endepunktene i et intervall som inneholder løsningen. 
Intervallene plukker vi ut ved å se på figuren.

:

Nullpunktene finnes enklest ved kommandoen NullPunkter.

Toppunktene og bunnpunktene finnes ved å derivere  og sette den deriverte lik null.

:
:
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Vi har 12 nullpunkter til f '(x) = .
:
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To av nullpunktene  og  er også relative maksimumspunkter (toppunkter).

Eksempel 6.5.2
Alle periodiske funksjoner kan fremstilles som en sum av sinus- og cosinusfunksjoner. Plot grafene 
til
a)  Firkantfunksjonen: 

 

b)  Sagtannfunksjonen:  

c)  Trekantfunksjonen:

Løsning
Vi definerer funksjonene ved hjelp av sum-kommandoen. Da er det enkelt å fremstille grafene med 
flere og flere ledd i summen. 

a) 

:

Vi kan vise grafene til   med flere og flere 
ledd som en animasjon ved
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b) 

:
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6.6  Polynomdivisjon
Polynomdivisjon og nullpunkter kan finnes med følgende kommandoer i vgs-pakken:

PolynomDivisjon
NullPunkter

Eksempel 6.6.1
Utfør polynomdivisjonene

a)  

b)  

c)  

Løsning
a)

:

Kontroll
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eller faktorisering

Mellomregning
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0

I versjon Maple 2021 finnes kommandoen , som gir resultatet
:

b)  c) 
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